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Analisis Matematico III.
Examen Integrador. Tercera fecha. 25 de septiembre de 2020.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Sabiendo que la serie trigonométrica de Fourier de f(z) =z — |z| en
[—1,1] es

1 o0 ( 1)(n+1)
-3 + ;1 17272 cos((2n — 1)mx) + ng 1 B sen(nmx),
obtener el valor de las series numérica E —— vy determinar todos los valores x
(2n —1)?

reales que cumplen

Z (;?n sen(nmx) Z cos((2n — 1)mx)

Ejercicio 2. Considerar el problema del potencial electrostatico en la banda infinita:

Ugg +Uyy =0 —oo<r<+4o0o, 0<y<3
u(x,0)=—1_14(x) —oco<z<+00
u(z, ) =1_1y(r) —oo<zr<+o0

y resolverlo mediante transformacién conforme.

Ejercicio 3. Estudiar si el problema del Ejercicio 2 también se puede resolver me-
diante transformada de Fourier. En caso afirmativo, resolverlo de este modo. ;Es la
solucion obtenida la misma que la que se obtuvo en el ejercicio anterior?

Ejercicio 4. Resolver la siguiente ecuacién diferencial ordinaria (expresando la solu-
cién en forma integral):

() +x(t)=f(t) VE=0

con z(0)=2'(0)=0y donde L(f)(s)=Log (z _T_ ;l) :

Ejercicio 5. Sea f una funcién definida en (0,00), seccionalmente continua y de
orden exponencial. ; Es posible que su transformada de Laplace sea un polinomio no
nulo?
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EJERCICIO 1: Sabiendo que la serie trigonométrica de Fourier de la funcion f(x)=x— |x| en [-
I,1]es

) )n+1

—% z o cos((2n—Dzx)+ z

1

sen(nzmx)

obtener el valor de las serie numérica Z

(2—1)2 y determinar todos los valores x reales que
n=1 n—

cumplen

i = 1)2 >cos((2n—1)zx) = i%sen(nﬂx)

n=1

Resolucion: Sea f:R——>Nla extension 2-periddica de f tal que en los puntos de

discontinuidad toma el valor promedio, es decir: £(x) = w . El gréfico aproximado

de # es el siguiente:

/ -3 2 -1 0 1 / 3 /4 X
6 ) -1 o/ 0/ (;/

Por el teorema de convergencia puntual de Dirichlet (agradecemos el dato del enunciado) y dada
la definicion de £, podemos afirmar que para todo x € R se verifica la igualdad




0 n+l

f(x)=—1 Z cos((2n—1)7rx)+z( D sen(nz x) (* 1)

1

En particular, para x = 0 tenemos 0= £(0) = L + Z% de donde se deduce que
2 n=1 (27’1 - 1) T

2

2
;(211 1) 8 *2)
Ahora,

0

0 2 B _ (_ )n
;—(zn_l)zﬂz cos((2n —1)7x) Z; ~

sen(nrx) <

D"
2 on cos((2n D7x) - ; s sen(nrx)=0 <

(multiplicando ambos miembros por 2 y teniendo en cuenta que ~(-1)" = (-1)"*")

C’Zl(

" cos((2n—Dzx)+ Z )M sen(nrtx)=0 <

) )n+1

—% Z e 2cos((zn 1)7zx)+z

1

sen(nmx) = —%

Por lo tanto, los puntos buscados son los x tales que #(x)= —%. En el intervalo (-1, 1) el tnico
1 1 1 g .
punto es x, = e pues x — |x| = -3 S x= e Ahora, por la periodicidad de # deducimos que

e 1 . , .
los puntos buscados son los infinitos puntos x, =——+2k, ke Z. (Si no estd convencido,

observe el grafico).

2

Respuesta 1: Z(Z—l):% y los todos los puntos xR donde se verifica la igualdad
n=1 n

0

z( cos((2n Dzx)= z( D’ sen(nm x) son los puntos x, = —% +2k, keZ.
n n=1 N7




EJERCICIO 2: Considerar el problema del potencial electrostatico en la banda infinita:

Ou, ou _
ox* oy’

u(x,0)=-1_,,,(x) —o<x<+o0

0 —o<x<+0 , 0<y<%

u(x,f)=1_,,(x) —o<x<+0

y resolverlo mediante transformacion conforme.

Resolucion : Transformamos la banda en el semiplano {w e C:Re(w) > O} , en el cual se verifica

Im(w)
Arg(w) = artg| ———= |-
g(w) g{Re(w)j
y z
u F1
S
u=0 3 u=0
E E Au=0
u=0 1 . 0 1 . u=20 X
H_/
u=-1
z> 2"=exp(z)
u=0
1+iZ
e ? z"
u=1
Fl+i—
e 3 -l
u= = \“
3 v




. w3
"= w=—iz"

Planteamos u=cdrg(w—ie’)+c,Arg(w—ie”) +c,Arg(w+ie”) + c,Arg(w+ie’)+c; y

tenemos las cinco condiciones de contorno siguientes:
7T 7T 7T 7T

(1) c¢—=+c=+c;—+c,—+c;=0
2 2

T T 7T 7T
2) _015"‘025"'035"‘045"‘05 =1

7 r r r
3) _CIE_025+C3E+C4E+CS =0

T

VA VA

(4) —CIE—CZE—C35+C4E+C5 =-1
T T T

®) ageyragagteso

Sumando (1) + (5) : ¢s = 0. Restando (1) - (2): ¢,z =—1. Restando (2) - (3): ¢,7 =1. Restando (3)
- (4): ¢ym=1.Restando (4) - (5): ¢,7 =—1. Por lo tanto:



u= l[—Arg(w —ie’)+ Arg(w—ie?) + Arg(w+ie) — Arg(w+ie’)]=
T

= l[—Arg(—ie” —ie’) + Arg(—ie” —ie”’) + Arg(—ie’” +ie”’) — Arg(—ie’* +ie’)]
T
3x 3 3x -3 3x _ 3 3x _ 3
_ 1 artg e (3:9s(3y) te | artg e csqs(3y) te | artg e c}os(3y) e |, artg e (3:9s(3y) e
V4 e“sen(3y) e*sen(3y) e“sen(3y) esen(3y)
Respuesta 2:

3x 3 3x -3 3x -3 3x 3
u(x, y) = 1 artg e 308(3)}) te | artg e c}os(3y) te | artg e c}os(3y) e |, artg e (3:0s(3y) e
Vs e"sen(3y) e*sen(3y) e"sen(3y) e*sen(3y)

EJERCICIO 3: Estudiar si el problema del Ejercicio 2 también se puede resolver mediante
transformada de Fourier. En caso afirmativo, resolverlo de ese modo. ;Es la solucion obtenida la
misma que la que se obtuvo en el ejercicio anterior?

Resolucion: El uso de la transformacion de Fourier requiere que las funciones involucradas tengan
un comportamiento excelente. Es decir, tenemos que buscar como soluciéon una funcion u(x,y) tan
maravillosa que permite las siguientes operaciones:

i(0.0) = Juene™ds | u(ny) = (i@ e do .
(g j(a) y)——a) u(w,y), (Z j( ®,y) = 0 u(w ),
v’ oy’

Aplicando la transformacion de Fourier a la ecuacion de Laplace:

2
—0*i(w,y)+ %ﬁ(a), y)=0 < u(w,y)=A(w)e”” + B(w)e ™
Y

donde 4 y B son dos funciones a determinar por las condiciones de contorno:

(a) 1(0,0) = A(w) + B(w) = —1_ 11]( w) = 231 ) sen(®)

*1)

_oX
3

(b) i(w,5) = A(a))ew% + B(w)e ¢ sen(w)

:[11]() 22—



sen(a)){l te 3 } sen(a))[l +e 3 }
Despejando, obtenemos A(w) = y B(w) =-

, es decir:
a)senh(g a)) a)senh(g a))
i(w,y) = A(w)e”” + B(w)e ™’ = _sen(@) l+e 3| =1+ * e | =
a)senh(g a))
(*2)

B 2sen(w)[senh(a;y) + senh(w(y — %))]
B wsenh(Z )

Observe que, efectivamente:

2sen(a))[0 + senh(w(0 - 1))] 2sen(a))[ senh(w ”)] sen(a))
a)senh( ) a)senh( ) @
i(,2) = 2sen(a))[senh(a)§)] _> sen(w)
a)senh(ga)) )

u(w,0) =

Observacion 1: Estudiemos el limite de #(w, y) cuando @ ——0: en primer lugar, tenemos que

sen(w)

yeosh(ay) 3y

b

=1; en segundo, mediante 1"Hopital, w@OM = Lim,
w senh(§ w) Zcosh(bw)

senh(@(y=1) _ . (v=5)cosh(ay) _3(r-%

Lim

o——0

por ultimo, con la misma herramienta, Lim,

senh(% o) °=%  Zcosh(Z w) Vs
. . 3
Por lo tanto, el limite existe y es  Lim (@, y) = 2(3y - 3)j 6—y—2. Para y = 0, este
T T T

limite coincide con el que se obtiene de (*1) (a).

Observacion 2: Estudiemos ahora el limite de #(w,y) cuando o——>+© y w—>—. El

en(w)

4]

factor tiende a 0 en ambos casos, por lo tanto tenemos que estudiar el factor

[senh(wy) + senh(w(y — %))] e —e M+ e —e e’
senh(% a)) e’ —e3”

Si 0<y<%, sacando factor
o .
comun e“” en el numeradory e’ en el denominador:

— Zw ) Zw -2 Zw
el RIS (- +e " —ee") 0
-5 - 1— -2Zo w40

e’ —e

_ —-Zo
e’ —e " +e%e " —e




Ahora, en los casos y=0 ¢ y :g la propiedad resulta de (*1). Finamente, para @ —— -0,

sacando factor comin e “” en el numeradory e *“ en el denominador:

—oy -Zw —wy Lo 2 2 —Zo Zw
e —e M +ee T —e e’ La (e —1+e e —e') 0
To -Zo =e 2% o>—o
e’ —e e’ —1

Nota: esta verificacion la hemos hecho para controlar nuestras cuentas y nuestra resolucion, pues
por el lema de Riemann-Lebesgue, en efecto debe verificarse que  Lim, u(w,y)=0

= Lim i(w,y). Este tipo de verificaciones las hacemos los que preparamos los enunciados y

escribimos las resoluciones con detalle.

La funcién buscada es, entonces:

u(x,y) =5 |i(w,y)e' do =5

—00 —00

e*do .

T 2sen(w)[senh(wy) + senh(w(y — %))]
wsenh(5 w)

Queda por responder si esta solucion es la misma que la obtenida en el ejercicio anterior.
Indiquemos con u; y u3 las soluciones obtenidas en los Ejercicios 2 y 3 respectivamente. No
podemos utilizar el Teorema de Unicidad para afirmar que u; = us, pues ese teorema solo puede
aplicarse al problema de Dirichlet en dominios acotados. Por ejemplo, la funcion
u,(x,y)+e’*sen(3y) también es arménica en la banda D = {(x,y) eR:0<y< %} y toma los
mismos valores que u; en el borde 0D = {(x,O):xe ‘R}u{(x,%):xe SR} La clave esta en el

Principio del Maximo para armonicas (Ver el apéndice del Apunte sobre Ecuaciones Diferenciales
en la pagina de la materia). La funcion v = u, - u3 es armonica en la banda D y se anula en el
borde de dicho 6D . Puede comprobarse sin demasiada dificultad que la solucion u;, del ejercicio 2
tiende a 0 cuando x——>+c0 y cuando x———o. Y lo mismo ocurre con la que obtuvimos en

este ejercicio, u3 , utilizando el Lema de Riemann-Lebesgue. Por lo tanto, la funcion v =u, - u3
también tiende a cero cuando x——+o0 y cuando x——>—oo. El Principio del Maximo para

funciones armonicas implica entonces que el maximo de v es cero y lo mismo ocurre con -v, con
lo cual el maximo y el minimo de v es 0, es decir: v es la funcién nula y por lo tanto,
efectivamente, 1, = us.

Respuesta 3: Se puede resolver el problema de Ejercicio2 mediante transformada de Fourier, la
solucion es u(x,y) =5 j

—0

2sen(w)[senh(wy) + senh(a(y —%))]

€“*dw y es la misma que la
wsenh(5 )

obtenida en el ¢jercicio anterior. Por lo tanto, para todo x€R y todo ye(0,5) se verifica la

igualdad



i]‘f’ 2sen(w)[senh(@ y) + senh(ao(y — 7))] e dow =
wsenh(5 w)

3x 3 3x -3 3x _ 3 3x _ 3
_ 1 artg e 205(3 »te ) artg e c}os(3 »te ) artg e c}os(3 y)—e +artg e 305(3 y)—e
s e"sen(3y) e*sen(3y) e*sen(3y) e“sen(3y)

(créase o no....)

EJERCICIO 4: Resolver la siguiente ecuacion diferencial ordinaria (expresar la solucion en
forma integral).

X"+ x@)=f(t) , t20

con las condiciones iniciales x(0) = x'(0) =0 y donde L(f)(s)= Log(s jj
+

Resolucion: Aplicando la transformacion de Laplace en ambos miembros de la ecuacion y

teniendo en cuenta los datos del enunciado, obtenemos s°X (s) + X (s) = Log(s — 3) es decir:
s+
1 s—4
X(s)= Lo *
) st +1 g( +7 j ®)

Veamos el dominio de validez de esta formula. El dominio de holomorfia del logaritmo principal
es ¢ —{xeM:x <0} . Con la notacién usual s = +iw

s—4 s+7-11 11 oc+7—iw o+7 . w
=1- =l-11—r5——5=1-11 > i >
s+7  s+7 s+7 (c+7) +ow (c+7)y +w (c+7)y +w

.. . -4 o-4 ..
es real sii s es real, es decir, si @ =0. Ahora, = <0sii—7<o0<4
+7 o+7

%)

S —
Por lo tanto,
s+7

%)

7) es, entonces, ¢ — {0' eR:-7T<o< 4}. Resulta, entonces,
s+

y el dominio de la funcién Log(s

que la abscisa de convergencia de la transformada de f'es o, =4 y la validez de la féormula (*) es,

por lo tanto, el semiplano # = {0' +iweC:0> 4}. Para aplicar el Teorema de Inversion para la

Transformacion de Laplace, podemos elegir cualquier recta vertical contenida en dicho semiplano:

Respuesta 4:

b .
x(t)—— Lim J Log o, +iw-4 e d ey
(o-0+za)) +1 o, +iw+7

-b




donde o, >4. La forma mas habitual de expresar esta formula de inversion es mas sencilla pero

menos clara:

1771 s—4
x(t)=— Lo e’ds
© 27[1’00_@(5*2 +1 g(s + 7})

Observacion: Si usted se qued6 con la ganas de conocer la funcion f, calcule la derivada de

L(f)(s)= Log(%) y luego utilice alguna propiedad conocida de la Transformacion de
S+

Laplace. O bien dirijase a la pagina 11 del Apunte sobre la Transformacion de Laplace que esta en

la pagina de la asignatura y va a encontrar lo que necesita en el ejemplo 4.

EJERCICIO 5: ;Es posible que una funcién polindmica y no idénticamente nula sea la
transformada de Laplace de una funcion f :[0,+00)—— € continua y de orden exponencial?

Resolucién: Por hipdtesis, existen dos constantes reales tales M y o tales que |f (1) < Me*' para

todo # > 0. Entonces (recordemos), su transformada de Laplace F esta definida en - al menos - el
semiplano #, = {0' +iweC:0> a} , y ademas se tiene, para todo s € € tal que Re(s) > :

b b b
|F(s)=, Lim,. |[ f (e "di|< , Lim, [lr@le™dr <, Lim,, [ Me'e™"at =
0 0 0
b [a@—Re(s)]b a—Re(s)<0
. a—-Re(s . e - 1 M
thleMJ.e[ Rt = M,Lim, ——— = ———
o a —Re(s) Re(s)—a

Entonces, la transformada de Laplace de f verifica _Lim  F(o+iw)=0 paratodo @€ R, por

lo tanto, no puede ser un polinomio no nulo. Lo que sigue es una demostracion esquematica de
esto, aunque el alumno puede simplemente mencionar alguna propiedad que justifique esta

afirmacion: supongase que F(s)=a,+a,s+...+a,s" donde a, #0. En particular, para @ =0y

o= % > max{a,0}, F(%) =a,+aq % +..+a, % tiende a 0 cuando A——0 (por hipotesis).

1 _ - :
Entonces, F (z)l’”:aol"#al/i”’ '+..+a, A+a, y tomando limites en ambos miembros

cuando A——0, resulta a,, = 0: absurdo.




